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В случае медленного изменения коэф-
фициента преломления на расстояни-
ях порядка длины волны для решения 
волнового уравнения можно использо-
вать известное эйкональное прибли-
жение. Рассмотрена противоположная 
ситуация, когда коэффициент прелом-
ления резко меняется на протяжении 
одной длины волны, и имеет место так 
называемый антиэйкональный предел. 
Антиэйкональный предел оказывается 
удобным инструментом для моделиро-
вания и проектирования новых опти-
ческих сред. Кроме того, он позволяет 
описывать базовое универсальное по-
ведение независимо от реальных зна-
чений коэффициента преломления и, 
следовательно, от параметров самой 
среды, в случае волновых компонентов 
с длиной волны, значительно превы-
шающей характерную длину измене-
ния коэффициента преломления.
Ключевые слова: волновое уравне-
ние, коэффициент преломления, анти-
эйкональный предел
Введение
Ниже рассмотрена проблема 
распространения волн в неодно-
родных средах для случая, когда 
характерные размеры неодно-
родностей значительно меньше 
рассматриваемой длины волны. 
Нарастающий интерес к этой про-
блеме связан с развитием элек-
тромагнитных метаматериалов, 
содержащих включения субвол-
нового размера, в частности воз-
душные поры в пластмассах [1], на-
норезонаторы [2], метаматериалы с 
отрицательным преломлением [3], 
металлические наносферы в ди-
электрических матрицах и, наобо-
рот, диэлектрические наносферы 
в металлических матрицах [4—6]. 
Сходные проблемы возникают в 
оптике электромагнитных удар-
ных волн и в динамике локализо-
ванных оптических импульсов [7—
10]. Однако точные аналитические 
решения данных проблем могут 
быть получены только для отдель-
ных распределений коэффициен-
тов преломления в гетерогенных 
диэлектриках [11]. Следовательно, 
особое значение приобретает раз-
работка приближенных методов. 
В отличие от известного эйко-
нального приближения, которое 
применимо в случае медленного 
изменения параметров волнового 
поля или среды в пределах одной 
длины волны [12], рассмотренные 
ниже случаи, по−видимому, пред-
ставляют собой противоположный 
предел геометрического прибли-
жения, или так называемое анти-
эйкональное приближение.
Для сравнения эйконального 
и антиэйконального приближений 
рассмотрим некоторые характер-
ные параметры существующего 
подхода: для упрощения рассмо-
трим одномерное волновое урав-
нение.
Общие положения
Как известно, волновое урав-
нение выводится из уравнения 
Максвелла для скалярного по-
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тенциала [13]. Рассмотрим одномерный случай, т. е. 
x ∈ Ω ⊆ \ ,
 
 (1)
Предположим, что коэффициент преломления 
n является постоянной величиной. Тогда решения 
можно выразить как суперпозицию плоских волн 
в виде
 φ(x, t) = φ0ei(κx−ωt);  (2)
где φ0 — константа. Введем длину волны λ вместо 
волнового числа и, соответственно, новые констан-
ты λ0 и κ0:
  
  (3)
С их помощью можно записать уравнение пло-
ских волн в следующем виде:
  (4)
Если же n не является константой, а изменяется 
с координатой x, решения всё еще можно получить 
при помощи формулы (1), формально аналогичной 
уравнению для плоских волн (2), коэффициенты ко-
торых зависят от x:
  (5)
где φ0 зависит от x. Такое предположение допустимо 
для волновой зоны, значительно удаленной от источ-
ников [13]. Функцию L(x) называют оптической дли-
ной пути или координатно−зависящей фазой волны, 
а также эйкональной функцией. Интересно отметить, 
что гамильтонова структура, имеющая место в слу-
чае постоянного n, сохраняется, и мы можем опреде-
лить гамильтонов функционал плотности как
 
 (6)
который удовлетворяет следующим условиям:
 
 (7)
Интегрируя по области Ω определяем гамиль-
тониан как
 
 (8)
В случае приемлемых граничных условий на 
краях рассматриваемой области Ω, временное из-
менение H, задаваемое уравнением
 
 (9)
исчезает, и мы получаем закон сохранения. В отли-
чие от случая постоянного n, здесь не обеспечивается 
временное постоянство линейного момента. С другой 
стороны, сохранение положительно определенного 
функционала H создает условия, при которых из-
менения φ(x, t) остаются ограниченными.
Для дальнейшего упрощения уравнений можно 
выразить функцию φ0(x) в экспоненциальном виде с 
такой амплитудой экспоненты A(x), что
  (10)
Подставляя уравнение (10) в формулу (1) и соби-
рая вместе все члены уравнения, получим
 
 (11)
В предположении ненулевых значений φ, разби-
вая ее на действительную и мнимую части, получим 
два следующих уравнения:
 
 (12)
 
 (13)
Так называемое эйкональное приближение со-
ответствует случаю, когда n(x) медленно изменя-
ется в пространстве: если значение λ0 невелико по 
сравнению с расстоянием, на котором имеет место 
значительное изменение n(x), и в предположении 
медленного изменения амплитуды A в уравнении 
(12) будет присутствовать третий член. Уравнение, 
соответствующее данному приближению, называ-
ется эйкональным
 
 (14)
и является базовым уравнением теории линейной 
оптики.
Антиэйкональный предел
Перед тем как рассмотреть противоположный 
предел, рассмотрим некоторые дополнительные 
частные случаи из общих положений. В частности, 
можно подставить уравнение (10) в уравнение (8) для 
того, чтобы определить значения H и условия сохра-
нения H во времени. В итоге получим
 
 (15)
а граничные условия, обеспечивающие закон сохра-
нения, будут иметь вид
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 (16)
 
Более корректным способом уравнение (13) мож-
но решить, по крайней мере частично, выражая L(x) 
через A(x): 
 
 (17)
где α – константа. Подставляя выражение (17) в урав-
нение (12), находим
 
 (18)
В результате этой подстановки уравнения (12) и 
(13) становятся практически несвязанными. Значение 
постоянной α в уравнении (18) предстоит определить 
с использованием общих положений или граничных 
условий.
Для более наглядной иллюстрации того, что со-
бой представляет антиэйкональный предел, примем 
D за длину значительного изменения n(x). Необходи-
мо установить соотношение между D и λ0. Для этого 
рассмотрим новую пространственную переменную, 
пропорциональную D: s = Dx. Вводя обозначения 
A^(s) = A(x), L^(s) = L(x) и n^(s) = n(x), можем записать 
уравнение (18) с новой пространственной перемен-
ной:
 (19)
Эйкональный предел соответствует случаю 
λ0 << 2πD. Рассмотрим противоположный предел – 
антиэйкональный — для случая
 λ0 >> 2πD. (20)
Тогда, предполагая, что n (или в противополож-
ном случае n^), ограничен, получим, что в выражении 
(19) будут присутствовать первые два члена, а дан-
ное уравнение с учетом формулы (17) преобразуется 
следующим образом:
 
 (21)
или, после замены переменных на противополож-
ные,
 
 (22)
Система двух совместных уравнений (22) имеет 
одно примечательное свойство: она не зависит от n(x) 
и, следовательно, от параметров среды. В этом смыс-
ле она представляет собой «универсальное» свойство 
пространственно−временнóй области, которое следу-
ет проанализировать более подробно. Однако такое 
описание применимо только к длинам волн порядка 
λ0 и более: компоненты с меньшими длинами волн 
этим методом адекватно аппроксимировать нельзя.
Систему уравнений (22) можно решить, пред-
варительно убедившись в справедливости сделан-
ного предположения, а именно: проверив, может ли 
третий член формулы (19) стать значимым в случае 
больших величин s. Это можно установить, проведя 
стандартный многомасштабный анализ [14, 15]. Такой 
анализ, а также некоторые численные эксперименты 
будут представлены в следующих работах.
В заключение отметим несколько моментов.
1. Прежде всего следует отметить, что подобное 
поведение волн не ограничивается случаем одно-
мерного волнового уравнения. Хотя здесь для яс-
ности приведен упрощенный случай: если волновое 
уравнение рассматривать для скалярной функции в 
трехмерном пространстве, получим
 
 (23)
В предположении
  (24)
получим
 
 (25)
  (26)
где, как и ранее, λ0 = 2π/κ0. В антиэйкональном преде-
ле, полагая, что n изменяется в пространстве быстро 
и равномерно во всех направлениях и значительно 
меньше, чем λ0, поведение волн можно задать уни-
версальной системой совместных уравнений:
 
 (27)
Вывод этих уравнений из уравнений Максвелла 
по аналогии с ранее сделанным выводом в эйкональ-
ном приближении [13] будет представлен в следую-
щих работах.
2. Аналогичное универсальное описание может 
быть применимо и в других случаях, когда рассма-
тривается противоположный эйкональному предел 
или приближение ВКБ, например в акустике или при 
квантовой формулировке не зависящего от времени 
уравнения Шредингера [16].
3. Эйкональный и антиэйкональный пределы 
характеризуются значительным отличием длин 
волн и характерных длин изменения коэффициен-
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Abstract. When the refractive index changes very slowly compared 
to the wave−length we may use the eikonal approximation to the wave 
equation. In the opposite case, when the refractive index highly variates 
over the distance of one wave−length, we have what can be termed as 
the anti−eikonal limit. This situation is addressed in this work. The anti−
eikonal limit seems to be a relevant tool in the modelling and design of 
new optical media. Besides, it describes a basic universal behaviour, 
independent of the actual values of the refractive index and, thus, of the 
media, for the components of a wave with wave−length much greater 
than the characteristic scale of the refractive index.
Keywords: wave equation, refractive index, anti−eikonal 
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та преломления . Можно рассмотреть особые 
случаи, когда оба этих предела одновременно ста-
новятся неприменимыми, например как в случае 
волн, взаимодействующих со слоем самоподобных 
фракталов, поскольку в такой среде характерные 
масштабы могут варьироваться от крайне малых до 
очень больших [15].
Заключение
Представлен случай, противоположный класси-
ческому эйкональному приближению, — антиэйко-
нальный предел. Получено универсальное описание, 
дающее удобное приближение для больших длин 
волн.
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